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Nous dkmontrons diverses caractkrisations des sow-designs maximaux ou 
hyperplans d’un &(t, t + 1, u) et nous prouvons que les seuls &(t, t + 1, V) avec 
r = 2 ou 4 (resp. t = 3 ou 5), contenant au moins u (resp. 2u - 2) hyperplans, 
sont les espaces projectifs sur GF(2) et le systkme de Mathieu S(4,5, 11) (resp. les 
espaces affins sur GF(2) et le S(5, 6, 12)). 
1. INTRODUCTION 
Soient h, t, k, u des entiers tels que 2 < t < k < v et h > 1. Un t-design 
S,(t, k, v) est un ensemble 9 de D Ckments (appek points), muni d’une 
famille 8 de parties de 9 (appekes b/ocs) telle que 
(i) tout bloc comprend exactement k points, 
(ii) tout ensemble de t points est inclus dans exactement X blocs. 
Nous ne considkrons ici que des designs ci blocs non r&&h, c’est-g-dire 
dans lesquels deux blocs distincts quelconques sont difftkents en tant 
qu’ensembles de points. 
Un S,(t, k, 21) dans lequel tout ensemble de k points est un bloc est dit 
trivial; ses paramktres A, t, k, v sont tels que X = (:I:). Les Sn(t, k, v) de 
paramkre h = 1 sont aussi appeks systhes de Steiner et not& S(t, k, v). 
Si 9 = (9,9) est un S,(t, k, c) et si p t .9, l’ensemble B --- {p), muni des 
sous-ensembles B - {p}, oti B est un bloc de 3 contenant p, est un S,(t - 1, 
k - 1, v --- 1). Ce design nott SD est appelC le derive’ du S,(t, k, v) par 
rapport au point p. Inversement, on dit qu’un SA(t - 1, k - 1, v - 1) peut 
s’e’tendre en un Sh(t, k, v) s’il est isomorphe B un dCrivC de ce S,,(t, k, v). 
Si 93 = (9, 2) et 24’ r= (P’, 9’) sont deux designs ayant les mEmes 
paramttres A, t, k, nous dirons que 9 est un sow-design de 53 si et seulement 
si 9 C 9’,8’ #= 9 et ~8’ C 9. Pour simplifier les notations, nous identifierons 
souvent un sous-design avec l’ensemble de ses points. 
Dans la section 3, nous prouvons que tout sous-design d’un S,(t, t + 1, v) 
avec t pair (resp. t impair) po.wPde au plus (v - I)/2 (resp. v/2) points. NOUS 
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montrons ensuite qu’un ensemble de (v - 1)/Z points d’un SA(t, t + 1, v) avec t 
pair et v > 2t + 1 est un sous-design si et seulement s’il a une intersection 
non vide avec tous les blocs du S,,(t, t + 1, v) et que, d’autre part, le comple- 
mentaire d’un sous-design de v/2 points d’un S,(t, t + 1, v) avec t impair est 
egalement un sous-design. 
Un sous-design de (~7 - 1)/2 (resp. v/2) points d’un SA(t, t + 1, G) avec t 
pair (resp. t impair) est appele hyperpZan de ce S,(t, I + I, v). Dans la 
section 4, nous montrons qu’un S,(t, t + I, v) avec t pair et v > 4t + I 
(resp. t impair et v > 4t - 2) contient auplus v (resp. 2v - 2) hyperplans. 
La section 5 est consacree a l’etude des S,,(t, t f 1, v) avec 2 < t < 5. 
Nous y prouvons que l’ensemble des hyperplans d’un tel design possede une 
structure naturelle d’espace projectif sur GF(2). Nous demontrons ensuite 
les resultats suivants: 
Les seuls S,( t, t + 1, v) avec t = 2 ou 4 qui contiennent au moins v hyperplans 
sont les espaces projectifs sur GF(2) et le systeme de Mathieu S(4, 5, 11). 
Les seuls S,(t, t + 1, v) avec t = 3 ou 5 qui contiennent au moins 2v - 2 
hl’perplans sont les extensions des espaces project@ sur GF(2) et le systeme 
de Mathieu S(5, 6, 12). 
Nous en deduisons que ces designs sont les seuls S,(t, t + 1, v) avec t pair 
(resp. t impair) homogenes en Ieurs points (resp. homogenes en Ieurs couples 
de points distincts) qui contiennent un hyperplan. 
Les rtsultats de la section 5 ont deja CtC Ctablis par Teirlinck pour t = 2 
et t = 3. En effet, dans ces cas, la notion d’hyperplan que nous introduisons 
ici coincide avec la notion d’hyperplan projectif Ctudiee dans [6]. 
L’auteur remercie F. Buekenhout et J. Doyen pour I’aide et les conseils 
qu’ils lui ont apportes. 
2. R~SULTATS PR~LIMINAIRES 
Nous donnons ici quelques rtsultats qui seront utilises par la suite. Les 
lemmes 1, 2 et 3 sont bien connus et sont, par exemple, demontres dans [I] 
et [3]. 
LEMME 1. Soit (g’, @ un S,,(t, k, v) et soit I un ensemble de i points de B 
(0 < i < t). Le nombre de blocs B E g tels que I C B ne depend que de i et 
vaut 
h (y 7 :,i(r 1:) = hi . 
Une condition necessaire d’existence d’un SA(t, k, v) est done que hi soit 
entier pour tout i = 0, l,..., t. Les quadruples (A, t, k, v) verifiant cette 
condition sont dits admissibles. 
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Le lemme 1 montre que le nombre de blocs dun Sn(t, k, v) vaut A, = 
A(T)/(:). Les 2-designs S,(2, k, U) tels que A, = v sont dits sym&riques. 
LEMME 2. Soit (9,5?) un SA(t, k, v) et soient I un ensemble de i points 
(0 < i < t) et J un ensemble de j points (0 <j < t) tels que In J = @ 
eti+j<t.Lenombreh(I,J)deblocsB~~teIsqueICBetJ~B= !Z 
ne dt!pendpas du choix de I et de J mais seulement de i et de,j. 
LEMME 3. Tout design S,,(t, k, v) aver v < k + t est trivial. 
LEMME 4. Si I, m, n sont des entiers tels que m > I >, 1 et m >, n > I, 
alors 
i (-‘Ii (‘il j(“’ ; jj = (‘y:,:). 
DPmonstration. Pro&dons par recurrence sur n. Le lemme est vrai pour 
n = 1 et tout choix d’entiers I, m tels que m 3 1 > I car 
gotw ( ]j(‘” ; ij = (;‘j - (” 7 ‘) = (‘;‘_,‘j. 
Supposons le lemme vrai pour n - 1 et tout choix d’entiers 1, m tels que 
m 3 I > 1 et m 2 n - 1, et montrons qu’il est encore vrai pour n et tout 
choix d’entiers 1, m tels que m 3 I > 1 et m 3 n. On a 
i (-‘Ii (1 j(“’ ; jj 
= $“(-lY [i”; tj + (;I; )I(“‘; i, 
=nC)(-l)~(nJ1)(mJij+ i(-l,i(V; j(“Tij 
i=O i=l 
= ;z (-l)i (” ; ‘j(m ; ‘j - ;g (-1y (” ; lj(” -f - ‘j 
= yg (-l)i (” ; ‘ji”’ r-l’; ‘j, (1) 
Si 1 > 1, (1) est Cgal a (‘t”-;2”) en vertu de l’hypothke de recurrence et si I = 1, 
(I) devient 
;g (-‘)i (” y- ‘j = (1 - 1),-l = 0 
ce qui acheve la demonstration. 
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Soit (9, B) un Sh(t, t + 1, u) et soit 8’ un sous-ensemble de v’ points de 9’ 
(1 < 0’ < u - 1). Pour tout i = 0, l,..., t + 1, notons xi le nombre de blocs 
B E 9 tels que 1 B n 8’ 1 = i. En comptant de deux man&es le nombre de 
couples (J, B) oti J est un ensemble de j points de 8’ et oti B est un bloc 
contenant J, on obtient, pour tout .j = 0, l,..., t: 
y ( i) .Yi = (I;‘, hj .  
i-j . I  
LEMME 5. Si t est pair, on a 
Dkmonstration. En prenant la somme alternke des t + 1 relations (2), 
on obtient: 
= h i (-I)] . 
v’ ! (v - ,j) ! 
j=O 
. I !  (I” -. j)! (t -,i)! (21 - r)! (t -,j + 1) 
c’ 
( 1 1 , 
= 7:-i+p)qt: ‘)(:::J 
g&e au lemme 4. 
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3. SOW-DESIGNS MAXIMAUX 
PROPOSITION I. Si 9 = (.Y, 4 est un S,(t, t + I, a) avec r pair et si 
9 = (P’, 93”) est un sous-design de v‘ points de 53, alors v 3 20’ f 1. De 
plus, si v = 22;’ 1. I, tout bloc de 33 a une intersecfion non vide avec 8’. 
DPmonstrafion. Grice au lemme 5, le nombre de blocs BE .H tels que 
9’ n B = o vaut 
car 9’ est un S,(t, f t- 1, v’). En exprimant que x0 3 0, on obtient: 
d’oti 
c’est-&-dire u’ - t .<I 11‘ < LI - v’ -- 1 et done v > 2v’ + 1. De PIUS, si 
L‘ = 213’ + 1, 
et (3) montre que .yo = 0, ce qui achkve la dkmonstration. 
~OPOSlTlON 2. Soit (.q, @) un S,,(t, f + 1, 2v f 1) avec t pair et v > t, 
et soit 9’ un ensemble de v points de 9. Si tout bloc B E 3? a une intersection 
non vide avec 3’, alors (Y, 9) air 97 = {B E g / B C 9”) est un S,(t, t t I, v). 
De’monstration. Appliquons le lemme 5 B l’ensemble 8’. On obtient 
h 1 
! i t-t-1 f  
DESIGNS ET HYPERPLANS 269 
qui est exactement le nombre de blocs d’un SA(t, t + 1, 0). Comme tout 
ensemble de t points de 9’ est contenu dans au plus h blocs de .9?‘, (.Y’, .F) 
est un $(t, t + 1, 21). 
PROPOSITION 3. Soit (9, @) un Sn(t, t f 1, v) avec t pair et soient B un 
ensemble de v’ points de 9’ et .g’ I’ensemble des blocs de Z? contenus dans 9’. 
Si (9’, 9?‘) est un S,(f, t + 1, v’) et si tout bloc de W a une intersection non vide 
avec 9, alors v’ = (v - 1)/2. 
Dkmonstration. En appliquant le lemme 5 a l’ensemble 8’, on obtient 
Comme (8’, cW) est un S,(t, f + 1, ZI’), on a 
h c’ 
?&,I = __- i 1 t+l t’ 
Tl en resulte que 
11-f-l 
( rr’-f ) ( 
v-t---l = 
1” 1 
c’est-a-dire u’ - t = v - t - 1 - v’ et done V’ = (V - 1)/2. 
PROPOSITION 4. Si L@ = (9, 9) est un SA(fr t + 1, v) avec t impair et si 
9 = (.Y’, .@I) est un sous-design de v’ points de 9, alors v 3 2~‘. De plus, 
si v = 2v’, I’ensemble .Y - 9’ muni des blocs de a qu’il contient est un 
S,(t, t f 1, 0’). 
Dkmonstration. Soit p E 9’; gI, est un SA(t - 1, t, v - 1) et contient le 
design BP’ qui est un S,(f - 1, t, v’ - 1). En vertu de la proposition 1, on a 
21 - 1 3 2(v’ - 1) + 1, c’est-a-dire v > 2~‘. 
Si v = 2v’, il suffit de prouver que 1 B n 9’ / # 1 pour tout B E 9 pour 
achever la demonstration. Supposons qu’il existe un bloc BE 97 tel que 
B n W’ = {x), alors 9$ est un S,,(t - I, f, v - 1) contenant un sous-design 
SA(t - 1, t, u’ - 1) disjoint du bloc B - {x}; ce qui est impossible en vertu 
de la proposition 1. 
On peut Cgalement donner des resultats analogues aux propositions 2 et 3 
dans le cas t impair, mais ceux-ci dtcoulent trivialement de la proposition 4. 
Un sous-design de v points dun S,(t, f + 1, 2u + 1) avec t pair (resp. 
S,(t, t + 1, 2v) avec t impair) sera desormais appele hyperplan de ce 
S,(t, t + 1, 221 + 1) (resp. S,(f, t + I, 2~)). 
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4. INTERSECTIONS D’HYPERPLAN~ 
PROPOSITION 5. Soit 9 = (,9’, d) MIT S,(t, t $ 1, 2v + 1) avec t pair et 
soient 9’ = (.Y’, 3’) et W = (Y, 8”) deux hyperplans de 9. Si L’ 3 2t, 
9;” = (9“ n P’, 2 n ~8’“) est un hevperplan de 9’ et de 9”. 
Dkmonstration. Posons n := 9’ n 9” 1 et dkmontrons par l’absurde que 
n 3 t. Comme 6%” est un hyperplan de 9, tout bloc BE B’ rencontre Y’, 
done aussi 8’ n 9”. Si n < t, on a, en reprenant les notations du lemme 2, 
A( 0, 9” n 9”) = 0 dans 9” et done A( 0, X) = 0 pour tout ensemble X 
de n points de 9’. ConsidCrons un bloc B E 3’. Comme v >, 2t, il existe un 
ensemble X de n points de 9”, disjoint de B et pour lequel on a done 
A( 0, X) > 1, ce qui est impossible. 
I1 en rCsulte que %“’ est un S,(t, t + 1, n) rencontrk par tout bloc de 9’ 
et de B”, et la proposition 3 permet de conclure. 
Rappelons que tout S,( t, t + I, v) avec ~1 < 2t est trivial (lemme 3). 
PROPOSITION 6. Si 9 = (9, .8) est un S,(t, t + 1, v) avec t pair et 
v 3 4t + 1, le nombre d’h,vperplans de 9 est infkrieur oti &gal ci v. 
DPmonstration. Notons A@ l’ensemble des hyperplans de 9 et construisons 
la structure d’incidence 9 dont les points sont les Clbments de %’ et dont les 
blocs sont les points de ,9; un hyperplan H &ant incident B un point p si et 
seulement si p E H. .9 satisfait aux conditions suivantes: 
(1) tout point de 9 est contenu dans (c - 1)/2 blocs; 
(2) toute paire de points de 9 est contenue dans (21 - 3)/4 blocs 
(g&e B la proposition 5). 
11 en rtsulte [2, p. 1031 que le nombre de blocs de 9 est supkrieur oh Cgal 
au nombre de points de .F, c’est-h-dire que D > j 2 1. 
Remarquons que tous les blocs de 9 n’ont pas rkcessairement le mEme 
nombre de points, mais la demonstration de I’inCgalitt de Fisher donnCe 
dans [2] n’utilise pas cette propriCk% 
Si u = 1 * 1, 9 est un 2-design symttrique S(,;+,)!,(2, (v - 1)/2, v) 
[4, p. 1211. 
PROPOSITION 7. Soit 9 = (9, 3’) un SA(t, t i 1, 20) avec t impair et 
soient 9’ == (.P’, g’) et 9” = (9”. W) deux hyperplans de 9. Si v > 2t - 1 
et si .P’ n 8” =L 0, alors W = (9 n B”, 3? n 93”) est un hyperplan de 
9 et de 9’. 
Dkmonstration. Soit p E 3’ n ‘ip”; Pi, est un S,(t -- 1, t, 2v - I) con- 
tenant les hyperplans PI,’ et 9; Comme v 3 2t - 1, la proposition 5 
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montre que 9; ets un hyperplan de gD’ et de 91, . 11 en rtsulte que 
/ 9’ n 8” j = v, done que 9”’ est un hyperplan de 9 et de 9”. 
PROPOSITION 8. Si 9 = (9, &‘) est tat SA(t, t + I, v) avec t impair 
et v 2 4t - 2, le nombre d’hyperplans de 9 est infe’rieur air Pgal a 2v - 2. 
Demonstration. Soit p E 9 et soit n le nombre d’hyperplans deg. Comme 
le compltmentaire dun hyperplan est un hyperplan (proposition 4) il y a 
exactement n/2 hyperplans qui contiennent p. z?J~ est done un SA(t - 1, t, 
v - 1) contenant n/2 hyperplans et, comme v > 4t - 2, la proposition 6 
montre que n/2 < v - 1, c’est-a-dire que n < 2v - 2. 
5. t-DESIGNS AVEC t < 5 
PROPOSITION 9. Soit 9 = (9,.@ un SA(t, t + 1,2v + 1) avec t = 2 ou 
4 et v > 2t, et soient 9’ = (P, 8) et W’ = (P’, g”) deux hyperplans de 9. 
L’ensemble 8” = (9” n 9’“) u [P - (9” u P’)], muni des blocs de g 
contenus dans P’, est un hyjperplan de 9. 
Demonstration. La proposition 5 montre que / 9’ fT 9’” / = (v - 1)/2; 
il en resulte que 1 9”’ / = v. Grace a la proposition 2, il suffit done de prouver 
que tout bloc de 99 rencontre 9”’ pour achever la demonstration. 
Si t = 2, c’est evident. Si t = 4 et si B est un bloc de 99 disjoint de Y”, 
il est disjoint de 8’ n 9” et rencontre done 8’ - B” et 8” - d’ (l’un en 
3 points et l’autre en 2 points). Supposons par exemple que B n (.Y’ - .V’) = 
{a, b, c). Les blocs de 93 qui passent par a, b, c et qui ne sont pas contenus 
dans .P’ induisent sur les points de B - 9, une structure de graphe regulier 
Gabc de degre A. Comme 9” - 9 et B - (9’ u 9”) ont le m&me cardinal, 
ils contiennent tous deux le m&me nombre d’aretes de Gnbe et comme .9 
est un hyperplan de 9, B - (9’ v I’p”) ne contient aucune ar@te de G,,, . 
I1 en resulte que 9” - 9’ ne contient pas d’arete du graphe, ce qui est 
impossible puisque B - {a, b, c] est une arete de Gubc ontenue dans 8” - 8’ 
par hypothbse. 
PROPOSITION 10. Soit 2 = (.Y, 9;) un S,(t, t + 1, 2v) avec t = 3 ou 5 et 
v 3 2t - 1, et soient 9’ = (.Y’, @) et W = (.Y”, a”) deux hyperplans de B 
tels que. Pi’ n Pp” # 0. L’ensemble b” = (9’ n 9’) v [Pp - (.P’ u S”)] 
muni des blocs de B contenus dans .P, est un hyperplan de g. 
Demonstration. La proposition 7 montre que / 9”’ 1 = v. 11 suffit done 
de prouver qu’aucun bloc de 99 ne rencontre 9”’ en exactement t points 
pour achever la demonstration. 
Soit B = {x, , x2 ,..., x~+~: un bloc de Z8 tel que {x1 , X, ,..., .yt) C 9” et 
212 MICHEL DEHON 
-YI+i 4 !F”. Supposons par exemple que St,., E P’ - .F. sTtil est un S,(t - I, 
t, 211 - 1) qui contient le bloc {x 1 , .Y~ ,..., .u,} et l’hyperplan gLIhl . Comme 
le complementaire d’un hyperplan de 2 est un hyperplan de 9 (proposition 4) 
9 - .P” est un hyperplan de 9 et son derive par rapport a x~+.~ est un 
hyperplan %?I de gzt+, . En vertu de la proposition 9, le complementaire 
de la difference symttrique de gir, et de zZ~,~+, est encore un hyperplan de grtL1 
. . . 
qui est disjomt du bloc {x, , .Y~ ,..., -u,j, ce qui est impossible. 
Notons &’ l’ensemble des hyperplans d’un S,(t, t i- 1, u) avec t = 2 ou 4 
et v 3 4t f 1, et designons par X, z X, le compltmentaire de la difference 
symttrique de deux sous-ensembles X, et X, de b. 11 est clair que Z munit 
l’ensemble H u {:y] d’une structure de groupe commutatif de neutre .y, 
done aussi d’une structure d’espace vectoriel sur GF(2), puisque X E X = .7 
pour tout X E X. 11 en rtsulte que &‘, muni des droites {X, Y, X h Y:- oil 
X + YE 2, est un espace projectif sur GF(2). 
Un raisonnement analogue montre que l’ensemble des paires d’hyperplans 
compltmentaires d’un S,(t, t + 1, v) avec t z-7 3 ou 5 et v 3 4t - 2 possbde 
Cgalement une structure d’espace projectif sur GF(2). 
PROPOSITION 11. Les se& SA( t, t + 1, 211 + 1) ailec t = 2 ou 4 et v < 2t, 
qui contiennent au moins 211 -1 1 hyperplans, sont le plan projectif sur GF(2) 
et le sevsttke de Mathieu S(4, 5, 11). 
Dkmonstration. Si t = 2, on a necessairement c = 3, done x = 1 et 9 
est le plan projectif S(2, 3, 7). 
Si t = 4, on a 5 :g o < 8 et les seuls designs possibles sont 
- si ~7 = 5: le S(4, 5, 1 I) qui contient 66 hyperplans (les blocs du 
systbme). 
- si I’ = 6: un S,(4, 5, 13) qui contient au moins 13 S&4, 5, 6). 
Ce design n’existe pas grace au lemme 1. 
- si 1: = 7: un S&4, 5, 15) qui contient au moins 15 S,(4, 5, 7). 
Un design 9 = (.y, .B) ayant ces propriCk% n’existe pas. En effet, dans le 
cas contraire, soient H, et H, deux hyperplans de 3‘. On a ! HI n Hz ) 3 3 
sinon HI contiendrait un bloc disjoint de Hz . Comme H1 n Hz ne peut 
contenir plus de 3 points, ! HI n H, ~ = 3. Une demonstration identique 
a celle de la proposition 9 montre alors que HI a Hz est un hyperplan de 3. 
11 en rtsulte que .P’, muni de l’ensemble des hyperplans de 9 est le design 
des points et des plans de PG(3, 2). Les 315 sous-ensembles de 5 points des 
plans de PG(3,2) sont done des blocs de 9. Les autres blocs de 3 sont des 
ensembles de 5 points quatre a quatre non coplanaires. Or PG(3, 2) ne 
contient que 168 tels ensembles: ce qui fournit une contradiction puisque 9 
possede 819 blocs. 
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PROPOSITION 12. Les seuls S,(t, t + 1,2v)aveet= 3ou5etv <2t- I, 
qui contiennent au mains 40 - 2 hyperplans, sont Ie S(3,4, 8) et le systkme de 
Mathieu S(5, 6, 12). 
Dkmonstration. Soit~unSA(t,t+l,2v)avect==30u5et~<2t--1, 
contenant n > 4v - 2 hyperplans. Le compltmentaire d’un hyperplan de 9 
est un hyperplan de 2 (proposition 4); chaque point de !Y est done contenu 
dans n/2 hyperplans. Si p E .Y, gD est un S,(t - I, t, 20 - 1) qui contient n/2 
hyperplans. Comme n/2 > 2v - 1, %“u est isomorphe A PG(3.2) ou au 
S(4, 5, I 1) et 2 est done le S(3, 4, 8) ou le X5, 6, 12). 
PROPOSITION 13. Les se&s S,(t, t + 1, 2u f 1) avec t = 2 ou 4 contenant 
2v + 1 hyperplans sont /es espaces projectij.. sur GF(2). 
DPmonstration. Pro&dons par rkcurrence sur 11. Si L’ < 2t, le seul 
s,(t, t i 1, 2v + 1) contenant 2v + 1 hyperplans est le plan projectif 
S(2, 3, 7) (proposition 11). Supposons que le seul SJt, t + 1,2v + 1) 
contenant 2~7 + 1 hyperplans avec 2”t .< 0 < 21’i1t soit I’espace projectif 
PG(n T 2, 2) et montrons que le seul S,(t, t + 1, 2~) + 1) contenant 2v + 1 
hyperplans avec 2 n+lt < v < 2n+nt est PG(n 1 3, 2). 
Soit 9 = (%“P, J%) un tel design et soit H un hyperplan de 9. Comme 
n 3 0, on a u > 2t et B muni de l’ensemble des hyperplans de 9 est un 
2-design symktrique SC,-,),~(~, z’, 227 + 1). II en rCsulte que H, muni des 
ensembles H n H’ oti H’ # H est un hyperplan de 3, est un 2-design B blocs 
rtpktts ScFal) ,-,(2, (v - 1)/2, v) possbdant 2~1 blovs [2]. Stanton et Sprott [5] 
ont prouvk qu’un tel design ne peut avoir de bloc rCpCtC plus d’une fois. 
Comme les blocs de ce design sont des hyperplans de H, H est un 
S,( t, t -- I, t’) contenant au moins v hyperplans. 
Si t = 2. en vertu de I’hypothkse de rkurrence, H est isomorphe B 
PG(n - 2,2). Or, par la proposition 9, tout triple de points de B est contenu 
dans au moins un hyperplan de 2, et done dans un plan projectif PG(2, 2). 
TI en r&.ulte que 9 est isomorphe B PG(n + 3, 2). 
Si t = 4, H est isomorphe au S(4, 5, 1 I) et 9 est un S(4, 5, 23) contenant 
23 S(4, 5, 11). Un tel design n’existe pas puisque l’ensemble de ses hyperplans 
devrait avoir une structure d’espace projectif sur GF(2) et drevait done Etre 
de cardinal 2”’ - 1 pour un certain m x 0. 
PROPOSITION 14. Les seuls S,,(t, t + 1,2v) avec t = 3 ou 5 contenant 
413 ~ 2 hyperplans sont les extensions des espaces prqjectfs sur GF(2). 
La dkmonstration est analogue A celle de la proposition 12. 
COROLLAIRE 1. Soit 9 = (9, @) un S,( t, t + 1, 2~1 + 1) avec t = 2 ou 4, 
homogtke en ses points et contenant un hlperplan. 9 est soit un espace prqjectij 
sur GF(2), soit le S(4, 5, 1 I). 
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Dhmwwtration. Comme 9 est homogkne, l’ensemble .Y, muni des 
hyperplans de 9, est un l-design &(I, u, 2u + 1) qui contient 420 + 1)/u 
blocs. 11 en rkulte que u ! M et done que $8 contient au moins 221 i- 1 hyper- 
plans. Les propositions 6, 1 I et I3 permettent de conclure. 
COROLLA~RE 2. Soir 9’ = (9, ,%I) un S,(t, t + 1, 2~) aoec t = 3 ou 5, 
homogPne en ses couples de points distincts et contenant un hyperplan. L?!? est 
soit une extension d’un espace projectifsur GF(2), soit le S(5, 6, 12). 
Dkmonstration. Soit H un hyperplan de 9 et soit p E H. 9?p est un 
S,( t - 1, t, 2~ - 1) qui satisfait au corollaire 1. 
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